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REVUE DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 


(Fondée en 1890) 


Sujets donnés au concour de l’Agrégation des sciences mathématiques 
et aux concours d’entrée aux grandes Écoles en 1968. 


PREMIÈRE PARTIE 


: AGRÉGATION-DES-SCIENCES. MATHÉMATIQUES … SR 


M athématiques élémentaires et Mathématiques spéciales. 


5828. — I. — " toute partie non vide E du plan euclidien, on associe, pour chaque entier n strictement 
.supé eur à un, Son diamètre d'ordre 7. noté. d,(E), défini comme suit : 
Aa er a ka in géométrique 


“TE %a, Ê RS.  . 


ce icfen 


… de leurs, distances mutuelles, d,{E) est " borne supérieure, finie ou non, des nombres 8(A;, ...,A,), lorsque 

” n points A,,A:,..., A, varient arbitrairement dans E. 
Le d(E} ‘est le diemètre de EE. au sens usuel. no 
a a) Démontrer que, si E est non borné, d,(E) est infini. : 
Poe nee ÿ Démontrer que, si ÆE -est inclus dans E”, on a d,{E} < d(E’). S Poe eee te 

20 Calculer dj(E) dans les cas suivants: 
a) E est un segment de longueur a; : ; 
“b} Best un cercle de rayon r; un arc de’cercle de ray on r et de longueur 6r (discuter); ns ee 

c) E est un disque fermé de rayon r; un disque ouvert de rayon r; L 
. .d) £. est la réunion des trois côtés d’un triangle équilatéral. 

“ ne "étant pp borné, démontrer, Ne vont n, l'inégalité 


durs H(Ë) < d'(E }: 


Ré déduiré qu. En a une limité positive” où nulle lorsque | n ne indéfiniment; bette limite sera … # 
ansfini de, E, noté. d(E).. * , 
; iË) ét ‘d(E) seront abrégés 0 en LA et d lorsqu'il : ny aura pas “dsgus de confusion” pour ‘ 


Î ense ï blé FE. 


IE: ons se Propose de calculer d et:d dans né cas où Æ est un cercle de rayon unité, 
: 1e. sas me Ans An Sent ñ points du cecle rangés dans cet ôrdre, on pose . .. 


“A ssi # “hi, Ayo © 28: À», etc; + Re né à ï ô DE NS F 


let lon dde les s produits Pr = Far où k est un entier naturel. 
izt ; 


Démontrer pour tout k infériour née nos me _ nn. n. 
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29 Déduire de ce qui précède que le produit des distances mutuclles de n pots du cercle est maximal 
dans je cas d’une disposition régulière de ces points. 
39 Calculer d, et d. 


(On pourra, en désignant par a, a ..., a, les racines du polynôme 2'— 1, introduire les produits 
Len Lu il (œ,, — &;}, à 
j ë 
où k est fixé et j décrit l'ensemble {1,2, ... n}— {h}, et montrer que U, est égal à n aï-1.) 


HT. — Dans cette partie III, on étudie une méthode de détermination du diamètre transfini d’une partie E 
bornée du plan. 


À tout point du plan on associe son affixe (complexe) dans un repère orthonormé donné. 
P étant un polynôme unitaire (c’est-à-dire dont le terme de plus haut degré a pour coefficient un}, on désigne 
par u{P) la borne supérieure de |P(z)| lorsque le point d’affixe = décrit E. Soit Un la borne inférieure des 


U(P)j lorsque P décrit l’ensemble des poly nômes junitaires de degré n. On pose m, = Ÿ Un. 
+ a) Démontrer que u(P) est fini. 


ES 
+ 


ET ARE EE ner, 


pour tout couple d'entiers p,gqg D ARS 0 
Soit .m la borne. inférieure des nombres m5 ; démontrer 9 que M tend Vers m. “lorsque n | augmente indéf- LES à 
niment, : moe 


80 A tout Evtae de n + 41 points ee An En na à E, d’affixes respectives 2, 2 sons Et on asso- 
cie le déterminant : 


| ai = 3 


EA 2. +. Znn 


Démontrer que, quel que soil le polynôme P unitaire de degré n, on a l'égalité 


Ee Ze + Bu 
Mau Pie 
: _ *…. Sn+i 
ANUS Mn bnerte - P(&} : Pa) + P{zu): 
. L2 


En utilisant le développement de ce nice déterminant et éventuellement un polynôme P convenablement © 
De ec en surton. Serre établir les sp rs 4 Ë 


: él l'égalité. ME d. ue rappelle que 
admet. Ja liaite + es 


ds 


IV se “On se. ‘propose de ee le diamètre fransfié d'un Ségéht p par JE méthode le récédente 
_Æ désigne le segment [— 1, + 4]..de l'axe réel et x.une variable décrivant. E.. ES 
49 Étant donné un: entier naturel % démontrer que là fonction | Fa je 


205 (2. Aré cos æ) 
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est la restriction à E d’un polynôme T Unique, de degré ñ, 
supérieure de son module sur E? ' 
2° Démontrer, en Considérant la différence P 
ficients réels, la borne supériey 
30 Quels sont pour 
En déduire la valeur de d{ 


327 
RE 
unitaire et à coefficients réels. Quelle est la borne 
—T, que, si le polynôme unitaire P, est de degré n et à coef- 


e de P ne peut être Strictement inférieure à = 
nis dans la partie III? 

E) et, plus généralement, le diamètre transfini d’un segment de longueur &, 
dition suffisante pour que le‘di 


ransfini d’une partie bornée E du plan 
ienne un arc de courbe continu." 


un polynôme fixé, unitaire, de degré q, on note 

le point d’affixe appartient à E, si, et seulement si, le point d’affixe H(:). 

appartient à E, are “ | 
Établir la formule d(E) = [d(E,)r. 

20 A l’aide de cette formule, retrouver les 

PoSarit que ces diamètres sont non nuls. 


3° Calculer les diamètres transfinis : 


D 2 4) d'un disques 
b) d’un ovale de Cassini. 


LEUR 


Soit Ps {9 Hi onction Hume 


RÉCENT TT 
Montrer qu’elle est indéfiniment dérivable. es 
Te que la fonction y définie dans le plan coripilexe par 


Us 


ÉTÉ) 


us dont le support est la büule fermée de centre zéro et de raÿoï est indéfiniment dérivable en tant qu'applica 
tion de R? dans R, Des Éd cs ei, à ù 


: © 20 On note: 


TN 


